
Òåñò ïî êóðñó �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà.�
Èþíü 2004 ã.

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

1.1 Óïðîñòèòü âûðàæåíèå A ∩B.
1.2 Ïóñòü A è B � äâà ñîáûòèÿ. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ìíîæåñòâà òåõ èñõîäîâ, ïðè êîòîðûõ

ïðîèñõîäèò ðîâíî îäíî èç ñîáûòèé A è B.

1.3 Ñîâìåñòíû ëè ñîáûòèÿ A è A ∪B?
1.4 Êàêîå ìíîæåñòâî F ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω íàçûâàåòñÿ àë-

ãåáðîé ïîäìíîæåñòâ?
1.5 Êàêèì ïîäìíîæåñòâîì äîñòàòî÷íî äîïîëíèòü ìíîæåñòâî F =

{
Ω, {1, 2, 3}, {4}

}
äëÿ òîãî,

÷òîáû îíî ñòàëî àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ Ω = {1, 2, 3, 4}?
1.6 Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ Ω ïîäìíîæåñòâà ∅, Ω ïðèíàäëåæàò ýòîé

àëãåáðå?
1.7 Ìîæåò ëè ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé, îòëè÷íàÿ îò {∅, Ω}, ÿâëÿòüñÿ àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ

Ω?

1.8 Êàêèì ìíîæåñòâîì äîñòàòî÷íî äîïîëíèòü ïàðó A,B íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé, ÷òîáû ïîëó-
÷èëàñü ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé?

1.9 Ïóñòü F � àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω. Êàêîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íàäî íàëîæèòü íà F
äëÿ òîãî, ÷òîáû F ñòàëà ñèãìà-àëãåáðîé?

1.10 Êàêîå ñâîéñòâî âåðîÿòíîñòè íàçûâàåòñÿ ñèãìà-àääèòèâíîñòüþ?

1.11 Ïðè êàêîì óñëîâèè íà ñîáûòèÿ A è B èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P (A ∪B) = P (A) + P (B)?

1.12 Èçâåñòíî, ÷òî íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ A âëå÷åò íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ B. Ïîñòàâèòü çíàê
íåðàâåíñòâà ìåæäó P (A) è P (B).

1.13 Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî P (A \B) = P (A)− P (B)?

1.14 ×òî òàêîå íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé A è B?

1.15 Ïóñòü ñîáûòèÿ A è B ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è íåñîâìåñòíûìè. Íàéòè min
(
P (A), P (B)

)
.

1.16 Ñëåäóåò ëè èç íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé â ñîâîêóïíîñòè èõ ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü?
1.17 Ñëåäóåò ëè èç ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé èõ íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè?
1.18 Èçâåñòíî, ÷òî A è B � íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Âåðíî ëè, ÷òî ñîáûòèÿ A è B òàêæå íåçà-

âèñèìû?
1.19 Íàïèñàòü ôîðìóëó âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò ñîáûòèå A, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðî-

èçîøëî ñîáûòèå B.

1.20 Ïóñòü ñîáûòèÿ A è B ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. ×åìó ðàâíà P (A|B)?

1.21 Íàïèñàòü ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

1.22 Íàïèñàòü ôîðìóëó Áàéåñà.

1.23 Ïðîâåäåíî n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè, âåðîÿòíîñòü óñïåõà â åäèíè÷íîì èñïû-
òàíèè ðàâíà p. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîøëî ðîâíî k óñïåõîâ?

1.24 Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü Ck
npkqn−k −→ λk

k! e
−λ?
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2. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

2.1 Êàêàÿ ôóíêöèÿ ξ(·), çàäàííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω, íàçûâàåòñÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé?

2.2 ×òî òàêîå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.3 Ìîãóò ëè äâå ðàçëè÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåòü îäèíàêîâûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ?
2.4 Ïóñòü F (·) åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Âûðàçèòü ÷åðåç F (x)

ñëåäóþùèå âåðîÿòíîñòè: P (ξ = x), P (ξ > x).
2.5 Êàêîå ñâîéñòâî ôóíêöèè F (x) = P (ξ < x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòüþ ñëåâà?

2.6 Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä F (x) =





0, åñëè x ≤ 0,
x/2, åñëè 0 < x < 1,
1, åñëè x > 1.

Èçâåñòíî, ÷òî

F (1) = a. Íàéòè a.

2.7 Èçâåñòíî,÷òî ïðè x ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä F (x) = x2. ×åìó ðàâíà
F (x) ïðè x < 0?

2.8 Ïóñòü p(x) åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ìîæåò ëè äëÿ íåêîòî-
ðîãî x0 èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî lim

x→x0
p(x) = ∞?

2.9 Ïóñòü p(x) åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. ×åìó ðàâíà F (x) �
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.10 Ïóñòü p(x), −∞ < x < +∞, åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. ×åìó ðàâíà P (a < ξ < b)?

2.11 Ïóñòü ξ � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, è çàäàíû P (ξ = xk) = pk, k = 1, 2, . . . ×åìó
ðàâíî Mξ?

2.12 Ïóñòü ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, p(x) � ïëîòíîñòü åå ðàñïðåäåëå-
íèÿ. ×åìó ðàâíî Mξ?

2.13 Ìîæåò ëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íå èìåòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ?
2.14 Ìîæåò ëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íå èìåòü äèñïåðñèè?
2.15 Èçâåñòíî, ÷òî Mξ = Dξ = 0. Ìîæåò ëè ξ ïðèíèìàòü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ?
2.16 Ïóñòü ñóùåñòâóåò Mξ = a < ∞. ×åìó ðàâíî M(2ξ + 3)?
2.17 Ïóñòü ñóùåñòâóþò Mξ1, . . . , Mξn. Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî M(ξ1 + . . .+ξn) = Mξ1 + . . .+Mξn?

2.18 Ïóñòü ñóùåñòâóåò Mξ1, . . . ,Mξn. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ âåðíî ðàâåíñòâî M(ξ1 · . . . · ξn) =
Mξ1 · . . . ·Mξn?

2.19 ×òî òàêîå äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.20 Ïóñòü ñóùåñòâóåò Dξ = σ2 < ∞. ×åìó ðàâíà D(3ξ + 2)?
2.21 Âñåãäà ëè äèñïåðñèÿ ñóììû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñóììå èõ äèñïåðñèé (èçâåñòíî,

÷òî äèñïåðñèè ñóùåñòâóþò)?
2.22 ×òî òàêîå êîâàðèàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2?

2.23 ×òî òàêîå ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2?

2.24 Êàêîé âèä èìååò F (x1, x2, . . . , xn) � ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn � â ñëó÷àå èõ íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè?

2.25 Ïóñòü pξ,η(x, y) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η. Êàê íàéòè
ïëîòíîñòü pξ(x) ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.26 Ïóñòü p(x) =
1√
8π

e−
(x−1)2

8 � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè
÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ Mξ,Dξ, íå âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëîâ.
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2.27 ×åìó ðàâíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé
â èíòåðâàëå (−1, 1)?

2.28 ×òî òàêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ?

2.29 Çàïèñàòü íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà.
2.30 Çàïèñàòü íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
2.31 ×òî òàêîå ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ê

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ?

2.32 ×òî òàêîå ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ?

2.33 ×òî òàêîå ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ?

2.34 Ê ÷åìó ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηn = 1
n

n∑
k=1

ξk â
çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë?

2.35 Êàê ðàñïðåäåëåíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηn =

n∑

k=1

ξk − µ√
nσ2

â óñëîâèÿõ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû?
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3. Öåïè Ìàðêîâà è ñëó÷àéíûå ïðîöåññû.

3.1 ×åìó ðàâíà ñóììà ýëåìåíòîâ ñòðîêè ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ êîíå÷íûõ
îäíîðîäíûõ öåïåé Ìàðêîâà â ñëó÷àå ìàòðèöû ïåðåõîäà çà îäèí øàã?

3.2 ×åìó ðàâíà ñóììà ýëåìåíòîâ ñòðîêè ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ êîíå÷íûõ
îäíîðîäíûõ öåïåé Ìàðêîâà â ñëó÷àå ìàòðèöû ïåðåõîäà çà k øàãîâ?

3.3 ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñòðîêàõ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé â ñëó÷àå íåçàâèñèìîñòè
ñîñòîÿíèé öåïè Ìàðêîâà?

3.4 Ïóñòü
(

1/2 a
1/2 1/2

)
� ìàòðèöà ïåðåõîäà çà îäèí øàã â öåïè Ìàðêîâà. Íàéòè çíà÷åíèå a.

3.5 Ìîæåò ëè
(

1/2 1/4
2/3 1/2

)
áûòü ìàòðèöåé ïåðåõîäà â öåïè Ìàðêîâà?

3.6 Êàêèì ðàâåíñòâîì â òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà ñâÿçàíû ìàòðèöà ïåðåõîäà π1 çà îäèí øàã è
ìàòðèöà ïåðåõîäà πk çà k øàãîâ?

3.7 Ïóñòü ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. ×òî òàêîå äâóìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîãî
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà?

3.8 Ïóñòü ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. ×òî òàêîå êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äàííîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà?

3.9 Ïóñòü ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, K(t, s) � åãî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ. Âñåãäà ëè âåðíî,
÷òî K(t, s) = K(s, t)?

3.10 Ïóñòü ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, K(t, s) � åãî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ. Âñåãäà ëè âåðíî,
÷òî K(t, t) ≥ 0?

3.11 Êàêîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ?
3.12 Êàêîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà?
3.13 ×òî òàêîå íåïðåðûâíîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t)?

3.14 ×òî òàêîå äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t)?

3.15 ×òî òàêîå èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ðèìàíó â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t)?

3.16 Êàêîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè?
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4. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

4.1 Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè µ è σ2.
Íàéòè çíà÷åíèÿ êîíñòàíò a è b òàêèõ, ÷òî a(ξ− b) èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè 0 è 1.

4.2 Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè µ = 0 è σ2 = 1. Êàêàÿ ôóíêöèÿ îò ξ1, ξ2, . . . , ξn èìååò
ðàñïðåäåëåíèå χ2

n (Ïèðñîíà) ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû?

4.3 ßâëÿåòñÿ ëè




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 ìàòðèöåé îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â òðåõ-

ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå?
4.4 Ïóñòü êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îäèíàêîâî íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû è íåçàâèñèìû

â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Ìîãóò ëè îíè îêàçàòüñÿ çàâèñèìûìè â äðóãîì
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå?

4.5 Ìîæåò ëè ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ?
4.6 Ïóñòü

(
t1(ξ), t2(ξ)

)
� èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ. ×òî òàêîå óðîâåíü äîâåðèÿ îöåí-

êè?
4.7 Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà µ â íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Êîãäà äëèíà äî-

âåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ìåíüøå � ïðè èçâåñòíîé èëè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè (ïðè ïîñòî-
ÿííûõ îáúåìå âûáîðêè è óðîâíå äîâåðèÿ)?

4.8 Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà µ â íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Êîãäà äëèíà äîâå-
ðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ìåíüøå � ïðè áîëüøåì èëè ìåíüøåì îáúåìå âûáîðêè (ïðè îäíîì
è òîì æå óðîâíå äîâåðèÿ)?

4.9 Ïóñòü ñòàòèñòèêà t(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íîé îöåíêîé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τ(θ). ×òî
òàêîå íåñìåùåííîñòü îöåíêè?

4.10 Ïóñòü ñòàòèñòèêà t(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íîé îöåíêîé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τ(θ). ×òî
òàêîå ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè?

4.11 Ïóñòü ξ1, ξ2 �íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå ïî çàêîíó N (µ, σ2). ßâ-
ëÿåòñÿ ëè ñòàòèñòèêà t(ξ) =

1
3
ξ1 +

2
3
ξ2 íåñìåùåííîé îöåíêîé µ?

4.12 Ïóñòü t(ξ) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ. Âåðíî ëè, ÷òî at(ξ) + b
� íåñìåùåííàÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τ(θ) = aθ + b?

4.13 Ïóñòü t(ξ) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ. Âåðíî ëè, ÷òî tk(ξ) �
íåñìåùåííàÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τ(θ) = θk?

4.14 Ïóñòü ξ1, ξ2 �íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå ïî çàêîíó N (µ, σ2). ßâ-
ëÿåòñÿ ëè ñòàòèñòèêà t(ξ) =

1
3
ξ2
1 +

2
3
ξ2
2 íåñìåùåííîé îöåíêîé σ2?

4.15 Ïóñòü t1(ξ), t2(ξ) � íåñìåùåííûå îöåíêè ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèè ïàðàìåòðà θ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ξ. Âåðíî ëè, ÷òî P

(
t1(ξ) = t2(ξ)

)
= 1?

4.16 Ïóñòü t1(ξ) � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà µ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, t2(ξ) �
íåñìåùåííàÿ îöåíêà, íå îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ýôôåêòèâíîñòè. Ñðàâíèòü ïî âåëè÷èíå
äèñïåðñèè Dt1(ξ) è Dt2(ξ) ýòèõ îöåíîê?

4.17 Ïóñòü ÃL(x, θ) � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. Êàêàÿ îöåíêà θ̂(ξ) íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ?
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